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Resumen: Una pregunta inocente sirve aqui de motivacion para explorar algunas conexiones entre las
matematicas elementales de la educacion basica y las matematicas avanzadas. Aqui se relacionan conceptos
de algebra y andlisis vectorial con la razén de ser de la suma y la multiplicacién: las tablas y los algoritmos
gue sirven a estas operaciones.

Abstract: An innocent question is the motivation to explore some connections between elementary
mathematics from K-12 curriculum and some advanced mathematics. In this paper we present algebra and
vector analysis concepts applied to the explanation of addition and multiplication tables together with the
associated algorithms.

1. Introduccion. A Kurt Godel, uno de los méas grandes légicos que ha dado la humanidad,
le apodaban cuando nifio, el sefior ;por qué? (en aleman, “der Herr Warum”), por su habito
inquisitivo. Y es que asi son los nifios, preguntando permanentemente en busca de razones
que soporten la informacién que reciben. Esa inclinacién natural de los seres humanos a
buscar los porqués de todo, es lo que ha dado origen a la filosofia, a la 16gica, a las ciencias
Yy por supuesto a las matematicas.

La ensefianza de las matematicas, hay que decirlo, no se ha distinguido sin embargo por dar
razones que satisfagan la curiosidad de los alumnos en lo que respecta a las Ilamadas cuatro
operaciones. La metodologia que se sigue no difiere mucho de la ensefianza del dogma. Las
cosas son asi, porque son asi: dos por dos cuatro y ya. La memorizacion de las tablas de
multiplicar es la muestra palpable de ese estilo dogmatico y memoristico que ha
caracterizado a la ensefianza de las matematicas en las escuelas. Pero eso esta a punto de
cambiar, como se siente en el seno de la comunidad mateméatica mundial. Las criticas a este
estilo de ensefianza se ven reflejadas en articulos firmados por matematicos de renombre y
por educadores de trayectoria (Ver por ejemplo los trabajos de Anthony Ralston, Alan
Schoenfeld', Jeremy Kilpatrick?, Paul Lockhard®). Algunos mateméaticos proponen
alternativas tan radicales como suprimir en la escuela primaria la ensefianza de la aritmética
de papel y l&piz y sustituirla por el aprendizaje de procesos algoritmicos mentales que
faciliten el calculo.’

Mi propuesta para poner al dia la ensefianza de las matematicas basicas va mucho més alla,
busca de una parte, alternativas que reemplacen la ensefianza rutinaria, por una practica
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razonada de aprendizaje de los algoritmos basicos de la aritmética, y de una nueva
metodologia de estudio que conduzca a la teoria de nimeros como fue concebida en la
época de oro de la cultura griega y también con el aditivo de una puesta al dia en temas
matematicos vigentes relacionados con algebra, espacios vectoriales, andlisis y logica
moderna post Godel. A lo largo de este articulo dirigido a los profesores de ensefianza
primaria propongo reflexionar sobre temas elementales de aritmética e invito a estudiar la
aritmética en un contexto amplio que incluye conexiones con el algebra y el andlisis
vectorial elemental. La idea general es empezar con el bit y llegar a las Wavelets.

En el prefacio de una de sus obras®, Raymond L Wilder, afirmaba:
“...las matematicas son una de las mas importantes componentes culturales de toda
sociedad moderna. Su influencia sobre otros elementos culturales ha sido tan
fundamental y tan difundida, como para garantizar la afirmacién de que nuestras
méas modernas formas de vida no habrian sido posibles sin el recurso de las
matematicas”.

Es en este contexto sociologico-cultural donde quisiera que se desarrollara la ensefianza de
las matematicas, haciendo énfasis en la unidad de las mateméticas como una herramienta
para entender el mundo; no sélo el nicho local donde vivimos, sino también el
conglomerado global que la cultura humana a lo largo de milenios ha logrado conformar.
En esta cultura social globalizada, las matematicas se hacen indispensables para poder
interpretar, analizar y aplicar para propio beneficio, el gran volumen de informacion al que
estamos expuestos.

2. Un poco de historia. En tiempos de la cultura griega existié una escuela matematica,
iniciada por Pitagoras, los pitagoricos, que nos dejé un legado importante en aritmética y
algebra geomeétrica. Los pitagéricos elaboraban tablas de sumar y multiplicar para uso de
los comerciantes y funcionarios del estado que ensefiaban a utilizar, pero nunca decian
como construirlas. Este monopolio del conocimiento fue comln en algunas sociedades
antiguas razén por la cual mantenian cierto poder social y politico. Es interesante notar
cémo, este estilo de ensefianza de algoritmos y tablas se mantiene frecuentemente hoy,
como si desde el tiempo de los pitagoricos hasta nuestros dias nada hubiera pasado en
materia de matematicas elementales.

En otros articulos’ he mostrado el atraso que acusa la ensefiaza de las mateméticas en
relacion con sus contenidos. El ignorar, cuando ensefiamos matematicas bésicas, las

% El bit es la unidad de memoria para almacenar un digito binario. Las Wavelets se pueden entender como
extensiones de los espacios vectoriales Utiles en las aplicaciones de la moderna tecnologia de la informacion.
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matematicas que nos legaron Euler, Gauss, Fourier y Riemann, para citar sélo cuatro
grandes nombres en la historia de las matematicas, muestra el nivel de atraso en cuanto a
contenidos y en cuanto al amplio espectro matematico que dejamos por fuera del
aprendizaje de nuestros estudiantes que se gradian en la escuela secundaria.

Las matematicas han tenido grandes revoluciones a lo largo de los mas de cuatro mil afios
de historia. Desafortunadamente en el transcurso de la educacion béasica poco hablamos de
ello y casi nada decimos sobre la Gltima de todas: la revolucién informética. La primera se
dio en Babilonia hace aproximadamente cuatro mil afios cuando la cultura sumeria utiliz6
las matematicas para la elaboracion de los primeros calendarios. La segunda revolucién
ocurrio con la axiomatizacion de la geometria en el tiempo de Euclides en siglo 111 AC, la
tercera ocurre con la aparicion del sistema hindu-arabigo de numeracion en el siglo IX y su
popularizacion con la obra Liber Abaci de Leonardo Fibonacci empezando el siglo XIII. La
cuarta es consecuencia de la invencion del Célculo por Newton y Leibniz en el siglo XVII.
La quinta revolucion se origina con la introduccion de las series de Fourier en 1810. La
sexta tiene que ver con la aparicion de las geometrias no euclidianas en el siglo XIX, cuyos
origenes estan en trabajos de Gauss, Lobachevsky, Bolyai y Riemann. La séptima esta
relacionada con el cierre de un importante periodo de enfrentamientos teoricos en torno al
problema de los fundamentos de las matematicas y de los inicios de la revolucion
informatica que despega con los trabajos de Godel sobre incompletitud y los trabajos de
Turing relacionados con computabilidad y con maquinas que llevan su nombre; de las
cuales el computador moderno es una de sus mayores sofisticaciones.

Al llegar la calculadora de bolsillo y el computador a convertirse en elementos personales,
la ensefianza de las matematicas debe necesariamente cambiar. Antes ensefidbamos las
operaciones aritmeticas con un objetivo especifico: el célculo aritmético o sea, el hallar
resultados con el recurso de las cuatro operaciones basicas. Hoy eso ya no es prioridad,
Debemos ensefiar matematicas amparados en otras razones, ya no sélo de carécter practico
sino de caracter formativo y cultural. La época en que vivimos nos exige mas criterio
intelectual que habilidad manual para hallar resultados numéricos. La ensefianza de las
matematicas debe apuntar mas a la explicacion y justificacion racional de las operaciones y
procesos que a la memorizacion de algoritmos y procedimientos. No es necesario por
ejemplo ensefiar al nifio de hoy a dividir por el método reiterativo que usaron las
generaciones pasadas por cuanto que en la practica nadie asi lo hace, no sélo por su
dificultad (alli se emplean las cuatro operaciones y una mas como es la estimacion), sino
por el tiempo que lleva este largo procedimiento. No se puede ser competitivo en el mundo
de hoy, recurriendo a métodos anticuados.

De las operaciones bésicas, la multiplicacion es la que mas se resiste a una explicacion
racional. Hay muchas maneras de explicar el concepto de suma. Desde la primera infancia
el nifio empieza a contar recurriendo a un proceso por el que reiterativamente va sumando
uno, a menudo con el recurso inmediato de los dedos de sus manos. La multiplicacion por
el contrario es un procedimiento que a nivel elemental no es facil explicar. Con una
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formacién mas madura en matematicas, las cosas cambian porque la multiplicacion se
puede hasta definir axiomaticamente como una funcion.

Este corto articulo busca dar, en términos de lo mas primitivo, una explicacion para la
multiplicacion de dos ndmeros. Aqui nos referiremos a los nimeros naturales (el cero
incluido) como elementos primitivos, en el sentido de que suponemos su existencia y
comprension intuitiva. En otros articulos hemos hecho un tratamiento méas extenso y
detallado de los ntimeros naturales®. Empecemos por referirnos a la representacion de los
nameros naturales. La concepcion de nimero en general viene genéticamente con el ser
humano. Esa aprehension del concepto de nimero nace del sentido del hombre de
diferenciar entre lo largo y lo corto, entre lo grande y lo pequefio, entre lo simple y lo
compuesto, entre lo Unico y lo numeroso, etc. Sin embargo por ser el niUmero un concepto
abstracto, asi como lo es la blancura, la bondad y otras cualidades, es necesario asociarlo a
simbolos que faciliten a la mente su evocacion. Esos simbolos que evocan los nimeros
pueden ser palabras, numerales o algun otro simbolo que lo represente.

Los antiguos babilonios usaron representacion cuneiforme para los ndmeros, con dos
elementos bésicos, la cufia horizontal y la cufia vertical. Con base en ellos representaban las
primeras sesenta cifras (mas exactamente de 1 a 59 y el cero) y los demas nameros. ¢Por
qué se escogid sesenta y no otro nimero como base de su numeracion? La explicacion
podria tener, principalmente razones de conveniencia, sobre todo para astronomia por
cuanto que, la medida angular y del tiempo se hacia en minutos y segundos y ademas
porque 60 permite la divisién por 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 y 30. El usar una base como
60 para representar los nimeros obliga a elaborar tablas de multiplicar de 60 por 60
entradas. jImaginense la dificultad para aprender de memoria unas tablas como esas!

En tiempos griegos hubo dos sistemas de numeracion: el jonico, que usé las letras
minusculas del alfabeto, y el ético, donde los simbolos eran letras mayusculas y
superposicion de ellas. Aqui como en el caso del sistema sexagesimal de los babilonios el
aprenderse de memoria las tablas de multiplicar debi6 ser toda una odisea, por ejemplo un
término de la tabla contenia, ¢x& = &y, que significa 7x9 = 60 + 3. Asi mismo para

elaborar estas tablas de multiplicar se requeria un entrenamiento al que soOlo ciertas
personas de la élite tenian acceso. El sistema romano facilitd un poco las cosas pero
tampoco se convirtid en la solucién definitiva.

Hubo que esperar hasta los siglos VIII y IX cuando los arabes trajeron a occidente la
invencion del sistema decimal posicional que empleamos hoy y cuyos origenes se remontan
a la cultura hindd. Ademas del sistema decimal, los arabes nos trajeron los algoritmos o
procedimientos para sumar y multiplicar que aprendimos en la escuela y que aun hoy se
resisten a abandonar los salones de clases amparados por una corriente, por cierto cada vez
menor, de abanderados de la causa de la aritmética de papel y lapiz. En otra parte he
discutido la conveniencia o0 no de mantener el sistema decimal como el Gnico de uso comln
en la sociedad moderna®. Como veremos en seguida, en tratdndose de ensefiar los

& Ver por ejemplo mis notas de epistemologia en: www.matematicasyfilosofiaenelaula.info
% Ver el texto de mi exposicion en el Congreso Nacional de Mateméticas, Cali 2009,




algoritmos de la suma y la multiplicacion hay un sistema mucho méas simple y
comprensible que el decimal. Se trata del sistema binario que puede introducirse desde el
preescolar facilitando el estudio y la comprension de la aritmética y acelerando el
aprendizaje de las matematicas.

3. Las razones detrds de los algoritmos y los procedimientos aritméticos. Como
mencionabamos arriba, la representacion escrita de los nimeros la hacemos con el recurso
de los numerales, que para el caso del sistema decimal, se forman con los digitos: 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, cuyo valor va a depender de su posicion en el numeral. Estos digitos o cifras,
como también se llaman®?, representan, por ejemplo en el n(imero 2867: 2 unidades de mil
o dos millares (o 2000 si se quiere), 8 representa ocho centenas u ochocientos, 6 esta para
significar 6 decenas 6 60 y finalmente 7 son las unidades simples. Cada posicién difiere de
las aledafias en un multiplo de 10. Méas exactamente, el nimero 2867 corresponde a la
expansion 2x10°%+ 8x10° + 6x10*+ 7x10°. Por definicion, aqui 10° corresponde a 1. Es
decir:

3 .
2867 = 2x10°+8x10% + 6x 10"+ 7x10° = Y'a,_ 10° 1)

i=0

Donde a, =7, a, =6, a, = 8,y, a, = 2. Al cambiar 10 por x a la derecha de (1), la
expresion que resulta es una entidad algebraica del tipo

P09 = Do @

Expresiones como (2) son ejemplos de una clase especial de expresiones algebraicas
conocidas como polinomios. Estos polinomios juegan un rol importante en la concepcion
del namero como representacion en una base especifica. En el polinomio (2) se puede
escoger x entre los enteros positivos distintos de uno. Este nimero escogido va a servir de
base para el sistema y los a, serén los digitos o cifras (nimeros enteros positivos) que

satisfacen la propiedad, 0< a, <x — 1. El sistema numeérico mas simple ocurre obviamente

cuando x = 2 y da origen al sistema binario, caso en el cual los digitos son 0 y 1. La
representacion binaria de los nimeros naturales nos permite responder al méas elemental
nivel, la pregunta formulada en el titulo de este trabajo.

Lo sorprendente del trabajo de los hinddes en cuanto a la representacion decimal de los
nameros es su aspecto practico. En primer lugar esta el hecho de que con solo diez digitos
se pueda representar todos los nimeros. Ademas el valor de esos digitos va a depender de
la posicion que ocupan en el numeral. Por ejemplo en el numeral 2222, el primer dos, de

Del Bit a las Wavelets. Hacia un radical cambio en la Ensefianza de las matematicas, en:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/conferencias/Del%20Bit%20a%20las%20Wavelets%20XV11%
20CNM%20-%20CAL l.pdf

10°E| término cifra se origina en la palabra arabe cifr que fue traducida al latin como zefirum, de donde se
deriva también la palabra cero.




izquierda a derecha, tiene un valor de dos mil, el segundo de doscientos, el tercero de veinte
y el cuarto de dos unidades. En segundo lugar hay que destacar la introduccion de un
simbolo especial para el cero, o mejor un simbolo para sefialar un lugar desocupado,
cuando unidades decenas, etc., estan ausentes. Ese simbolo es el 0, que juega ademas el rol
del cardinal del conjunto vacio.

Sistemas numeéricos con las caracteristicas arriba descritas se llaman posicionales. Sus
numerales n, pueden pensarse como asociados a vectores del tipo

N=(a 8y, &, &), 3)

donde sus componentes a; son los digitos que representan al nimero n. Las componentes

no pueden cambiar su posicién sin cambiar al vector. Estos vectores son arreglos lineales
en los que el orden de las componentes si importa, a diferencia de la representacion de los
conjuntos en la cual el orden de los elementos no importa. El vector definido en (3),
obedece a una estructura matematica conocida como espacio vectorial, que tiene entre otras
propiedades el poderse expresar, en forma Gnica, como combinacion lineal de unos vectores
muy especiales conocidos como vectores unitarios. Mas exactamente n puede expresarse
como suma de multiplos de vectores unitarios asi:

k
n=2a A
j=0

donde a,_; son los digitos del nimero y A_ son los vectores unitarios, cuyas componentes

son todas nulas, salvo aquella que esta en el lugar i-ésimo, 0 < i < k, de derecha a
izquierda, la que sera 1. Explicitamente estos seran los vectores unitarios:

A=(0,..01),A =(0,..10),.., A,=(01..00) y A =(0,..,0,0)

El producto de un numero (escalar) por un vector es el vector que resulta de multiplicar
cada una de las componentes del vector dado por el escalar. La suma de vectores se define
como el vector resultante de sumar componente a componente, en su orden los elementos
de los dos vectores. El término escalar se origina en el hecho de que la multiplicacién se
puede interpretar como un cambio de escala que afecta al nimero o al vector que se
multiplica por el escalar. Lo anterior nos da pie para interpretar a los nimeros como suma
de una clase especial de vectores. Pensemos de nuevo en 2867. Este nimero puede
interpretarse como formado por las componentes del vector:

(2,8,6,7) = ias_jAs_j =2(1,0, 0, 0) + 8(0, 1, 0, 0) + 6(0, 0, 1, 0) + 7(0, 0, 0, 1).

Diremos entonces que el primer vector (1, 0, 0, 0) es el vector de los millares, el segundo
(0, 1, 0, 0) el vector de las centenas, (0, 0, 1, 0) el vector de las decenas y (0, 0, 0, 1)
determina el vector de las unidades simples. Esta forma de mirar la representacion de los
nameros, nos permite mostrar al nifio una manera diferente de estudiar los nimeros y a fia



vez nos da la oportunidad de combinar cosas elementales como son los ndmeros con
conceptos de mayor profundidad como son los espacios vectoriales. Los vectores en este
caso nos ayudan a dar sentido valorativo a las partes constitutivas del namero.

En andlisis vectorial se define otra operacion conocida como producto escalar (diferente al
que definimos arriba) que consiste en multiplicar dos vectores para obtener un nimero (un
escalar) que es la suma de los productos componente por componente. Por ejemplo,
supongamos que tenemos los dos vectores N = (2, 8, 6, 7) y D = (10°, 102, 10*, 10°),
entonces su producto escalar, denotado por Ne D es,

NeD=(2,8, 6,7) e (10°,10%,10%,10°) =2x10%+8x10° + 6x10"'+ 7x10° = 2867

Esto muestra que el nimero 2867 se puede expresar como un producto escalar, donde los
vectores que intervienes son los formados por los digitos del nimero en su orden y las
potencias descendientes de 10.

¢Pero que hay de particular en esto? Lo importante hasta ahora es saber que los nimeros se
pueden asociar a vectores y a traves de ellos acercarnos a nuevas formas de realizar
operaciones aritmeticas como la sumay la multiplicacion.

4. La adicion en sistemas posicionales de base x. Desde la infancia aprendemos a sumar,
pero lamentablemente en forma rutinaria, desconociendo la razén que justifica el algoritmo
0 procedimiento que se sigue. El procedimiento que seguimos para la adicion es
basicamente el mismo que heredamos de Al-Kuarizmi. Este gran matematico arabe de la
corte de Al-Mamun en el siglo IX contribuyé a la aritmética, al algebra, a la geografiay a la
astronomia en lo que fue la famosa Casa de la Sabiduria de Bagdad*'. Este procedimiento
deriva de la aritmética decimal cuyos origenes hay que buscarlos en la cultura hindu de los
primeros siglos de nuestra era. Parece que no hay razones categdricas que justifiquen a
perpetuidad el uso de estos algoritmos, sabiendo que Gauss™ nos ensefi a ver la aritmética
desde un punto de vista, no s6lo més general, sino también mas simple y razonado como lo
veremos en seguida.

Los algoritmos de las operaciones aritméticas van a depender de la base del sistema
numeérico que se escoja. Desde la edad media usamos el sistema decimal y alli seguimos sin
dar opcién a otros sistemas, quizda mas agiles y apropiados para el aprendizaje de la
aritmética. Cuando se habla de un sistema numérico posicional de base X, estamos
significando que la unidad bésica de medida es x. Esto significa que las cantidades son
agrupadas o contadas por paquetes, digamos de dimension o tamafo X, o de magnitudes que
son potencias de x. Asi por ejemplo en el sistema decimal tomamos decenas, centenas,
millares, etc., como unidades basicas para descomponer cada nimero. El nimero 2867, por
ejemplo esta constituido por 2 millares, 8 centenas, 6 decenas y 7 unidades. Parece un poco
extrafio que escribamos los nimeros con las cifras de mayor valor a la izquierda y
disminuyendo hacia la derecha, cuando seria mas facil su lectura empezando por las

' Berggren, J. L. Episodes in the Mathematics of Medieval Islam. Springer- Verlag. New York. 1986. Pags.
6-9.

12 Gauss, K. F. Disquisitiones Arithmeticae. Academia de Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales. Santa Fe de Bogota, D. C. 1995. Pags. 7 y siguientes.



unidades, luego decenas, centenas y asi sucesivamente. Esta aparentemente irregularidad,
quiza esté justificada por el modo de escribir de los arabes que es de derecha a izquierda. Si
ese es el caso, en arabe el numero se leeria 7682: 7 unidades, 6 decenas, 8 centenas y 2
millares.

El proceso de sumar dos numeros consiste en ir adicionando sucesivamente las unidades de
orden menor para completar unidades del siguiente orden, las que se suman con sus
homélogas, repitiendo el proceso hasta las unidades de orden superior. En apariencia el
método es muy simple y responde en el fondo al modo en que se suman polinomios o en la
forma intuitiva de sumar cosas de la misma especie. La aparicién de los polinomios permite
un primer acercamiento al &lgebra y asi a un nivel mayor de abstracciéon, donde las
operaciones elementales de suma y multiplicacion aparecen conjuntamente e insinlan una
nueva operacion como es la potenciacion. Veamos otro ejemplo que ilustra esta situacion.
Sumar los numeros 2867 y 5132, siguiendo el enfoque polindmico, es sumar:

P(x) =2x°+8x> + 6x'+ 7x°, y, Q(X)=5x>+ 1x? + 3x'+ 2x°,
Y reconvertir el polinomio resultante de nuevo a un nimero, en la siguiente forma:
P(X) + Q(X) = (2x3+ 5x%)+ (8x2 + 1x?) + (6x™+ 3x1)+ (7x° + 2x°) = 7x®+ 9x* +9x* +9x°.
Al sustituir x por 10, se tiene
2867 + 5132 = P(10) + Q(10) = 7x10°+9x10°+9x10"*+ 9x10° = 7999.

El ejemplo se ha escogido a propdsito para evitar llevar unidades de un orden, al orden
superior, lo que ocurre cuando las sumas parciales superan a 10. Cuando esto sucede
simplemente las unidades superiores pasan al siguiente nivel y se suman en la forma usual.
Este proceso de llevar la suma de las unidades de un orden al siguiente, esta ligado con la
aritmética de base X, 0 si se quiere con las tablas elementales de la suma, en nuestro caso la
tabla de la suma en base 10 que memorizamos en la escuela como requisito para aprender el
algoritmo de la suma®. La aritmética de base x (un entero positivo diferente de 1) permite
representar los nimeros en forma de polinomios como se describid al principio y donde las
tablas de suma y multiplicaciéon se establecen desde el principio. Mediante estas tablas
quedan también definidas univocamente estas operaciones. Méas especificamente, en esta
aritmética las cifras estan asociadas a x simbolos como: 0, 1, 2, ..., x — 1. La aritmética mas
simple se encuentra tomando X = 2, caso para el cual hallamos la aritmética binaria, la
misma aritmética por la que se rige el computador digital, cuyas tablas de sumar y
multiplicar no podian ser mas simples:

3 En mi articulo EIl poder del Dos
[http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/conferencias/E1%20poder%20del%20Dos2.pdf.]

analizo la conveniencia de ensefiar aritmética binaria para agilizar el aprendizaje de los procesos algoritmicos
de la sumay la multiplicacion.




Claramente se ve que lo que hay que memorizar aqui es lo minimo posible. Para el caso de
la multiplicacion, s6lo hay que recordar que 1® 1 = 1, todas las otras entradas son ceros.
Para el caso de la suma, lo Unico que no resulta obvio es que 1® 1 = 10. La razon de esto es
que, como la base es 2 (notado asi en base 10 0 10 en forma binaria), al sumar 1 & 1 se
esta arribando al valor de la base (0 sea 2), para lo cual se necesita una cifra méas. Ocurre lo
mismo cuando se pasa de 9 (el mayor digito en el sistema decimal) al siguiente nimero que
es 10 (si la base es decimal) se vuelve a iniciar un nuevo ciclo que va del 10 al 99.

Para la aritmética binaria, entonces lo Unico no obvio para memorizares 1 @ 1 =10y
1® 1 =1. De otro lado si sabemos que todo nimero se puede expresar como un polinomio,
la aritmética mddulo dos en los polinomios se simplificard al maximo. Si denotamos por @
y ® las operaciones de la aritmética base 2 o binaria, la suma de dos nimeros n 'y m
quedaré asociados a la suma dos polinomios del tipo:

k k
Zak—jxkij + Zbkfjxkij =P(x) + Q(X)
i=0 i=0

= [(ak—j ex @ (bk—j ®x )] :JZ::[(ak—j ® bk—j) ®x“ N (4

i= j=0

o

Aunque compleja en apariencia la formula (4) sintetiza toda la mecanica de la suma base
dos. Veamos un ejemplo donde aplicar esta formula. Supongamos que n y m estan
expresados en base 2, esto es, sus cifras son 0, 6, 1, digamos, n =10y m = 10. Aqui a,= 0,

a, =1, b, =0, y, b, = 1. Entonces sumando unidades y sumando pares
N®m=10® 10=00 0) ®2° d(1®1)®2" (5)

Aplicando las tablas de sumar dadas arriba tenemos que 0 @ 0 =0y 1® 1 = 10. También,

por definicion 2° = 1, 2'= 2, y, 2 se representa en sistema binario como 10. Por lo tanto
(5) toma la forma

nN®m=0® 1) ®(10)®(10)=0 ®(10)®(10)=10®10  (6)

Asi, el problema inicial de multiplicar 10® 10 se convierte en el problema de calcular 10
@ 10. Simbdlicamente



10

2x2=10 ® 10=10 ® 10 = (1x2" +0x2°) + (1x2" + 0x2°) =2x2' +0x2°= 2% = 4.

En consecuencia, el problema de explicar por qué 2x2 = 4, es el mismo que explicar por
qué 2 + 2 = 4. O en otras palabras: dos por dos es cuatro por la misma razén que dos mas
dos es cuatro. Esto se sigue de la ultima serie de igualdades arriba. Los anteriores
razonamientos nos inducen a creer que el nimero binario 10 (6 2 en forma decimal) es el
Gnico nimero positivo que tiene la propiedad: x x x =X + X, 0, x> =2x. En efecto 2 es la
unica solucién positiva de la ecuacion cuadratica

x?—2x=0.

La igualdad trivial 2x2 = 4 nos sirvioé de motivacion para dar un paseo por distintos topicos
de aritmética y algebra y mas importante aun, poner al alcance de los nifios de primaria una
ventana hacia el analisis vectorial y hacia formas distintas de ver los nimeros naturales.

La propuesta que vengo sustentando de unos afios para acd busca vertebrar todas las
matematicas de la primaria y la basica secundaria alrededor de un eje central constituido
por aritmética, algebra, analisis matematico y légica moderna post Godel. Las geometrias
(euclidiana y no euclidianas) quedarian incluidas en las fronteras entre el algebra y el
analisis matematico. Queda por fuera aparentemente la teoria de probabilidades. Sin
embargo si en andlisis se incluye el estudio de polinomios de Bernstein, sera muy facil dar
el salto al movimiento browniano y de alli, via el valor esperado y la varianza como
motivacion, llegar a la definicion de espacio muestral y medida de probabilidad.

Deciamos al principio que la multiplicacion no era facil explicar. Sin embargo si
entendemos que la suma y la multiplicacién de nimeros naturales se pueden entender como
casos particulares de las mismas operaciones en polinomios, si podemos dar una
explicacion racional de las mismas teniendo en cuenta que toda la aritmética que se haga
con los coeficientes, en ultimas, se puede reducir al uso de las tablas de suma y
multiplicacion en el sistema binario. Estas tablas por su simplicidad y sobre todo por su
significado inmediatamente aprehensible por la mente, hacen de ellas en mi opinion, la
mejor forma de dar sentido a los algoritmos para las operaciones aritméticas que se ensefian
en la escuela.

Queda mucho por hacer y planear en tratdndose de organizar un curriculo para la educacion
bésica. Lo mencionado aqui corresponde apenas a unas puntadas en lo que tiene que ver
con los contenidos matematicos para la educacion elemental.

Armenia, Colombia, noviembre de 2009.



